
Teoria przestrzeni Hilberta

Lista 3 (przykªady operatorów)

Zad 1. Pokaza¢, »e je±li A : H1 → H2 jest operatorem liniowym i dim(H1) <∞, to A jest
ograniczony.

Zad 2. Niech {e1, e2, ...} b¦dzie baz¡ ortonormaln¡ przestrzni Hilberta H i niech {λn}∞n=1

b¦dzie ci¡giem liczb zespolonych. Pokaza¢, »e operator dany wzorem

Ax =
∞∑

k=1

λn〈x, en〉en

jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g {λn}∞n=1 jest ograniczony. Wyznaczy¢ oper-
ator sprz¦»ony do A.

Zad 3. Pokaza¢, »e macierz niesko«czona [aij]
∞
i,j=1 taka, »e

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|aij|2 <∞ (1)

de�niuje operator ograniczony A : `2 → `2 standarodwym wzorem, tzn.

A(x1, x2, ....) = (y1, y2, ...),

gdzie  a11 a12 . . .
a21 a22 . . .
...

...
. . .


 x1

x2
...

 =

 y1

y2
...

 .
Pokaza¢, »e ka»dy operator A ∈ L(`2) jest zadany w powy»szy sposób, dla pewnej macierzy,
niekoniecznie speªniaj¡cej (1). Jak wygl¡da macierz odpowiadaj¡ca operatorowi sprz¦»onemu?

Zad 4. Niech H = L2[a, b] i niech a ∈ C[a, b]. Pokaza¢, »e operator A : H → H

(Af)(t) = a(t)f(t)

jest ograniczony. Wyznaczy¢ jego norm¦ oraz operator do niego sprz¦»ony.

Zad 5. Niech K ∈ L2([a, b] × [a, b]). Udowodni¢, »e operator T : L2[a, b] → L2[a, b]
zde�niowany wzorem

(Tx)(s) =

∫ b

a

K(s, t)x(t)dt

jest operatorem ograniczonym. Wyznaczy¢ operator do niego sprz¦»ony,

De�nicja. Operator liniowy A : H1 → H2, którego obraz Im (A) = {Ax : x ∈ H1} jest
wymiaru sko«czonego nazywamy operatorem sko«czonego rz¦du, a wymiar Im (A) nazy-
wamy rz¦dem A.

Zad 6. Pokaza¢, »e K jest operatorem sko«czonego rz¦du wtedy i tylko wtedy, gdy K jest
postaci

Kx =
n∑

i=1

〈x, vi〉ϕi.

Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e operator sko«czonego rz¦du jest ograniczony i jego sprz¦»enie
te» jest operatorem sko«czonego rz¦du.


